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Quantenmechanik im Chemieunterricht: Das lineare und
das zyklische Kastenmodell angewandt auf Farbstoffe und

Aromaten
Thomas Kraska*[a]

Zusammenfassung: Aus der heutigen Realit-t der Chemie
ist die Quantenmechanik nicht mehr wegzudenken. Quan-
tenmechanische Programmpakete ermçglichen Berechnun-
gen in vielen Bereichen der Chemie sowie in den Material-
und Ingenieurwissenschaften. Zweifellos ist die Quanten-
mechanik Teil der universit-ren Ausbildung, nichtsdesto-
trotz ist es mçglich, ihre Grundzgge im Chemieunterricht
der Sekundarstufe II zu behandeln. Dabei kçnnen die Prin-
zipien anhand von Systemen veranschaulicht werden, die
bereits Teil der Curricula im Fach Chemie sind. Das hier
besprochene, allgemein bekannte lineare Kastenmodell
wird mit anderem Fokus, aber in -hnlicher, Tiefe standard-
m-ßig im Physikunterricht der Sekundarstufe II behandelt.
Es gberfordert Schglerinnen und Schgler also grunds-tzlich
nicht. Dieses Modell erlaubt es die Prinzipien der Quanten-
mechanik einfach darzustellen und ist n-herungsweise an-
wendbar auf lineare und zyklische konjugierte p-Systeme.
Die N-herung beinhaltet, dass im Kasten die potenzielle
Energie null ist, w-hrend die potenzielle Energie der
Atome tats-chlich durch ein periodisches Coulomb-Poten-
zial gegeben ist. Die hier benutzte N-herung bezieht sich
also auf die Anwendung der exakten quantenmechanischen
Lçsung fgr das einfache Kastenmodell auf kompliziertere
Molekgle. Unterschiede in der Elektronenverteilung, die
sich zwischen dem Kastenmodell und dem periodischen
Coulomb-Potenzial ergeben, werden diskutiert.

Stichworte: konjugierte p-Systeme · Aromaten ·
Quantenmechanik

Quantum mechanics in chemistry class: the linear and the
cyclic particle in a box model applied to dyes and aromats

Abstract: Today quantum mechanics plays a significant role
in chemistry. Program packages are available that allow
quantum mechanical calculations in many areas of chemis-
try as well as material and engineering science. Doubtless
quantum mechanics is part of university education, never-
theless, it is possible to teach the main features in the final
year of high school chemistry. Here, one can merely focus
on the principles related to topics which are already part of
the curricula. The model of a particle in a one dimensional
box discussed here is taught in German high school physics
with a different focus but on a similar level and hence
pupils are in principle not overtaxed by this topic. This
model relatively simply allows to present the basic features
of quantum mechanics and it is approximately applicable to
linear and cyclic p electron systems. The major approxima-
tion is that the potential energy in the box is zero while the
potential energy of the atoms in actually given by a periodic
Coulomb potential. The approximation employed here
aims on the application of the simple model, that itself is
solved exactly, to more complex molecules. Deviations in
the electron distribution between the box potential and the
periodic Coulomb potential are discussed.

Keywords: conjugated p-systems · aromats · quantum
mechanics

1. Einleitung

Grundlage der Quantenmechanik ist die Hypothese von De
Broglie [1]: Wenn Wellen Teilcheneigenschaften haben
kçnnen (Photonen), dann kçnnen Teilchen wie Elektronen
auch Welleneigenschaften haben (Materiewellen). Demnach
kçnnen einem Elektron auch Welleneigenschaften zugeschrie-
ben werden. Fgr Photonen leitete De Broglie folgenden Zu-
sammenhang zwischen der Teilcheneigenschaft Impuls p und
der Welleneigenschaft Wellenl-nge lB (De-Broglie-Wellenl-n-
ge) her, den er im Anschluss auch auf Elektronen gbertrug:

p ¼ h
lB

ð1Þ

Hierbei ist h das Plancksche Wirkungsquantum. Demnach
sind Photonen und Elektronen in diesem Zusammenhang von
gleicher Art, aber natgrlich unterscheiden sie sich in Masse,
Ladung und Spin. Nach dem klassischen Experiment von Da-
visson und Germer [2] konnte Jçnsson [3] die Interferenz von
Elektronen an einem Doppelpalt demonstrieren. Da nur
Wellen Interferenz erzeugen kçnnen, sind diese Experimente
Nachweise fgr die Welleneigenschaften von Elektronen. Dies
sagt ausdrgcklich nichts gber eine anschauliche Vorstellung
von Elektronen aus. Man muss lediglich feststellen, das Elek-
tronen auch Welleneigenschaften besitzen. Natgrlich zeigen
sie in anderen Experimenten auch Teilcheneigenschaften. Es
gibt viele experimentelle Nachweise beider Eigenschaften,
was zu der Vorstellung des Teilchen-Welle-Dualismus fghrte.
Es gibt ferner die Auffassung, dass Quantenobjekte ganz neu-
artige Objekte sind, von denen wir einerseits Beobachtungen
machen, die wir sonst nur von Wellen kennen, andererseits
machen wir Beobachtungen, die wir sonst nur von Teilchen
kennen.

Die Berechnungen der Quantenmechanik basieren auf der
Behandlung von Elektronen als Wellen. So fghren die Wellen-
eigenschaften nicht nur zur Interferenz, sondern auch zur
Quantelung der Energie und anderer Eigenschaften, sobald
man die Elektronen in eine bestimmte Geometrie einsperrt.

2. Resonanzbedingungen und Quantelung
Das einfachste Modell zur quantenmechanischen Berechnung
der Energie von konjugierten p-Bindungen ist das eindimen-
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sionale Potenzialtopfmodell, auch Kastenmodell genannt. Es
wurde von Sommerfeld ursprgnglich fgr Elektronen in Metal-
len entwickelt [4], dann aber auch auf Molekgle mit konjugier-
ten p-Bindungen angewendet [5–7]. Es ist deshalb einfach zu
behandeln, weil die potenzielle Energie im Kasten null ist und
deshalb nur die kinetische Energie betrachtet werden muss.
Die Elektronen der zweiten Bindungen, die p-Elektronen,
kçnnen sich im Molekgl frei bewegen, es aber nicht verlassen,
d.h., sie sind eingesperrt. Dies erreicht man, indem man die
potenzielle Energie an den Enden des Kastens unendlich hoch
setzt. Sie sind damit ungberwindbar. Die ersten Bindungen,
die sogenannten s-Bindungen, sowie die Rumpfelektronen
werden bei dieser Berechnung nicht betrachtet. Sie bilden das
Gergst, in dem sich die p-Elektronen frei bewegen kçnnen. In
Abbildung 1 ist der gedankliche 3bergang von einem konju-
gierten p-System gber die Delokalisierung der p-Elektronen
hin zum stark vergrçberten Kastenmodell dargestellt.

Nun stellt sich die Frage, welche Konsequenzen es hat, wenn
Elektronen auch Welleneigenschaften besitzen. Wenn wir ein
lineares Molekgl mit konjugierten p-Bindungen wie einen ein-
dimensionalen Kasten betrachten, dann kçnnen wir die Kon-
sequenz der Welleneigenschaften durch ein mechanisches
Analogon verdeutlichen. Hierzu nutzen wir den Seilversuch,
der in einer Physiksammlung vorhanden sein sollte. Hierbei
wird ein Seil, das an beiden Enden fixiert ist, an einem Ende
durch eine kleine rotierende Scheibe zur Schwingung ange-
regt. In Folge bildet das Seil Wellen aus. In Abbildung 2 sehen
wir, dass nur solche Wellenl-ngen lSeil in dem eingesperrten
System existieren kçnnen, die in den Kasten „passen“. Es
bilden sich sogenannte stehende Wellen aus. Man findet so die
Resonanzbedingung lSeil ¼ 2a=n, die angibt, welche Wellen-
l-ngen existieren kçnnen. Hierbei ist a die L-nge des Kastens,
in dem das Seil eingesperrt ist und n ¼ 1; 2; 3; ::: ist eine Quan-
tenzahl. Quantelung bedeutet, dass wir eine Eigenschaft nicht
kontinuierlich variieren kçnnen, sondern nur in Stufen. Dies
ist hier offensichtlich fgr die Wellenl-nge der Fall.
Der Zusammenhang dieses Versuchs mit der Quantenmecha-
nik besteht darin, dass die Lçsung der Schrçdinger-Gleichung
fgr De-Broglie-Materiewellen, die in einem eindimensionalen
Kasten eingesperrt sind, Wellenfunktionen liefert, die iden-
tisch zu denen des Seilversuchs sind. Die Materiewellen gehor-
chen ebenfalls der Resonanzbedingung lB ¼ 2a=n. Die Reso-
nanzbedingung gilt ganz allgemein fgr alle linearen eingesperr-

ten Wellen, die an den Enden fixiert sind, und kann auch an-
stelle der mathematisch anspruchsvolleren Schrçdinger-Glei-
chung (siehe Anhang 2) zur Lçsung des Kastenmodells
herangezogen werden. Dazu setzen wir lB ¼ 2a=n in eine all-
gemeine Wellenfunktion mit der Amplitude A ein:

Y ¼ A sin
2p

lB
x

. -
) Yn ¼ A sin

np

a
x

0 /
ð2Þ

Die Sinus-Funktion wird in der Schule im Rahmen des
Themas Transformationen im Mathematikunterricht der Ein-
fghrungsphase (erste Jahr der Sekundarstufe II in NRW) be-
handelt. Dabei treten auch die hier erforderlichen Parameter
im Argument auf ebenso wie die Amplitude. Die Funktion ist
also grunds-tzlich bekannt. In Abbildung 3a sind die resultie-
renden Wellenfunktionen fgr die ersten vier Quantenzahlen
aufgetragen.

3. Energie des Kastenmodells
Wenn nur Wellen mit bestimmten Wellenl-ngen existieren
kçnnen, dann kann es auch nur bestimmte Energieniveaus
geben, da Energie und Wellenl-nge zusammenh-ngen. Die
Energie im Kasten ist folglich nicht kontinuierlich, sondern ge-
quantelt. Da im Kasten die potenzielle Energie null ist, liegt
dort nur kinetische Energie vor. Wir kçnnen mit der allgemei-
nen Gleichung der kinetischen Energie, die Gleichung fgr die
gequantelten Energieniveaus des Kastenmodells in wenigen
Schritten herleiten. Dazu schreiben wir zun-chst die kineti-
sche Energie als Funktion des Impulses p auf:

E ¼ 1
2

m v2 p ¼ m v ) E ¼ p2

2 m
ð3Þ

Hierbei ist v die Geschwindigkeit des Elektrons und m die
Elektronenmasse. Nun setzen wir die Resonanzbedingung in
die De-Broglie-Gleichung ein:

p ¼ h
lB

lB ¼
2a
n
) p ¼ n h

2 a
ð4Þ

Wenn wir dann den Term fgr den Impuls (Gleichung 4) in die
Energie-Gleichung (Gleichung 3) einsetzen, erhalten wir das
Resultat fgr die gequantelte Energie des eindimensionalen
Kastenmodells:

En ¼
h2

8 m a2 n2 mit n ¼ 1; 2; 3; ::: ð5Þ

Die Quantenzahl beginnt bei n ¼ 1 und nicht bei null. Der
Grund hierfgr ist die Fixierung der Wellen an den R-ndern
des Kastens wie bei dem Seilversuch. Bei den elektronischen
Wellen ist die Fixierung Y ¼ 0 an den R-ndern des Kastens
gegeben, da die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte, die
dem Quadrat der Wellenfunktion entspricht [8], an den R-n-
dern wegen der unendlich hohen potenziellen Energie null
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Abb. 1: Analogie des eindimensionalen Kastenmodells zu einem Mo-
lekfl mit konjugierten p-Bindungen. Als Beispiel ist hier 1,3,5-Hexa-
trien gew-hlt, das in der Lewis-Schreibweise drei konjugierte Doppel-
bindungen mit je zwei p-Elektronen besitzt. Darfber ist der 3bergang
zum Potenzialtopfmodell mit sechs delokalisierten p-Elektronen dar-
gestellt, die sich im gesamten Molekfl bewegen kçnnen
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sein muss. Daraus ergibt sich, dass fgr n ¼ 0 im gesamten
Kasten Y ¼ 0 w-re und sich auf dem Energieniveau folglich
kein Elektron aufhalten kann.
Die gequantelten Energien steigen nach Gleichung 5 quadra-
tisch mit der Quantenzahl an. Dies ist in der Abbildung 3a be-
reits bergcksichtigt. Wird der Potenzialtopf grçßer, also steigt
a an, dann rgcken nach Gleichung 5 die Energieniveaus zu-
sammen. Im Grenzfall a!1 liegt wieder ein Kontinuum
vor, da die Abst-nde zwischen den Energieniveaus gegen null
laufen. Man kann den Wert fgr die Kastenl-nge a berechnen,
indem man die Bindungsl-ngen des Systems konjugierter
p-Bindungen aufaddiert. In Anhang 1 ist eine mçgliche Glei-
chung fgr die Molekgll-nge angegeben.

4. Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte der
Elektronen

Nach Born [8] entspricht die Aufenthaltswahrscheinlichkeits-
dichte eines Elektrons dem Quadrat der Wellenfunktion
YðxÞ. Man kann dies so interpretieren, dass die Intensit-t von
Wellen (Amplitudenquadrat) bei Materiewellen der Aufent-
haltswahrscheinlichkeitsdichte der Elektronen (Elektronen-
dichte) entspricht PðxÞ ¼ Y2ðxÞ. Hierauf wird am Ende von
Anhang 2 weiter eingegangen. Abbildung 3 zeigt die Wellen-
funktion und ihr Quadrat. Demnach ist fgr n ¼ 1 die Elektro-
nendichte des Elektrons in der Mitte des Kastens am hçchs-
ten.

Abb. 2: Stehende Wellen mit einem
schwingenden Seil, das an den Enden
fixiert ist. Nur bestimmte Wellenl-ngen
kçnnen existieren. Die L-nge des Kas-
tens, in dem die Welle eingesperrt ist,
ist a

Abb. 3: a) Wellenfunktionen (Gleichung
2) und b) Elektronendichte ffr das Po-
tenzialtopfmodell
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Die Verteilung der p-Elektronen im Kasten berechnen wir mit
der Summe der Elektronendichten, der mit Elektronen be-
setzten Niveaus, multipliziert mit der Zahl der Elektronen in
den einzelnen Niveaus. Hierbei ist bergcksichtigt, dass sich
nach dem Pauli-Prinzip [9] nur zwei Elektronen auf einem
Energieniveau aufhalten kçnnen (Faktor 2):

PðxÞ ¼
Xk=2

n¼1
2 Y2

nðxÞ ð6Þ
Die entsprechende Funktion fgr einen Kasten mit k ¼ 6
(sechs p-Elektronen), was dem Molekgl 1,3,5-Hexatrien ent-
spricht, lautet dann:

PðxÞ ¼ 2 Y2
1ðxÞ þ 2 Y2

2ðxÞ þ 2 Y2
3ðxÞ ð7Þ

Die resultierende Funktion fgr die Elektronendichte ist in Ab-
bildung 4 dargestellt. Die Berechnung mit dem Kastenmodell
gibt qualitativ den experimentellen Befund wieder, dass in
den Polyenen die Bindungsl-ngen alternieren. Eine erhçhte
Elektronendichte fghrt zu einer kgrzeren Bindung, w-hrend
eine geringe Elektronendichte die Bindung verl-ngert. Experi-
mentell findet man fgr Polyene, dass die L-nge einer Doppel-
bindung etwas grçßer ist als die einer isolieren C=C Doppel-
bindung. Man findet entsprechend, dass die L-nge einer Ein-
fachbindung in Polyenen etwas kgrzer ist als die eine isolierten
C@C Einfachbindung. Dies spiegelt die partielle Delokalisie-
rung der p-Elektronen in linearen konjugierten p-Systemen
wie den Polyenen wieder.

An dieser Stelle wird deutlich, was fgr die Quantenmechanik
allgemein gilt, n-mlich, dass die Wellenfunktion selber keine
anschauliche Bedeutung hat, sie ist aber urs-chlich fgr die
Quantelung verantwortlich. Berechnen wir jedoch aus dem
Quadrat der Wellenfunktion die Elektronendichte, dann er-
halten wir die elektronische Struktur des Molekgls. Da wir die
Elektronendichte aus der Wellenfunktion berechnen, haben
wir die paradoxe Situation, dass die Wellenfunktion zwar alle
Eigenschaften des Systems enth-lt, selbst aber keine physikali-
sche Bedeutung jenseits der Resonanz hat. Erst ihr Quadrat
hat eine anschauliche Bedeutung.
Einschr-nkend sei erw-hnt, dass diese Berechnung sich aus-
schließlich auf die p-Elektronen unter Vernachl-ssigung des
periodischen Potenzials der Atomrgmpfe bezieht. Ein Poten-
zial gbt eine Kraft auf die Elektronen aus, d.h., die Kraft ist
der negativer Gradient des Potenzials. Tats-chlich liegt in Po-
lyenen ein periodisches Potenzial vor, welches an den Positio-
nen der Atomrgmpfe minimal und dazwischen maximal ist.
Abbildung 5a zeigt das periodische Coulomb-Potenzial fgr
eine Kette von sechs Atomen. In Abbildung 5b sind N-herun-
gen dieses Potenzials dargestellt. Fgr das kontinuierliche, si-
nusfçrmige Potenzial kann man eine analytische Lçsung fgr
die Energieniveaus erhalten [10]. Das periodische Kastenpo-
tenzial in Abbildung 5b ist vergleichbar dem Potenzial des

Modells von Kronig und Penny [11] fgr Metalle. Solche Poten-
ziale fghren zu einer erhçhten Elektronendichte bei den
Atomkernen. Dies ist grunds-tzlich der Fall und ist begrgndet
in der Anziehung der Elektronen durch die positiv geladenen
Kerne, die durch das Coulomb-Potenzial beschrieben wird.
Dies scheint zun-chst im Widerspruch zur Lçsung fgr das Kas-
tenmodell zu stehen, das nicht zu sechs Maxima in der Elek-
tronendichte an den Positionen der sechs Atome fghrt. Aller-
dings werden beim Kastenmodell die Atome gberhaupt nicht
bergcksichtigt, da die potenzielle Energie gberall auf null ge-
setzt ist. Das Modell enth-lt die Atome explizit also gar nicht.
Dennoch fghrt das Kastenmodell allein durch die Resonanz
der stehenden Wellen zu einem periodischen Verhalten der
Elektronendichte zwischen den formalen Positionen der Kerne
mit drei Maxima bei sechs p-Elektronen, die man als drei
Doppelbindungen interpretieren kann.
Nun stellt sich die Frage, wie sich die Elektronenverteilung
ver-ndert, wenn man die Atome explizit bergcksichtigt und
das periodische Potenzial zuschaltet. Abbildung 6 zeigt sche-
matisch den resultierenden Verlauf der Elektronendichte ent-
lang der Bindungsachse. Jetzt hat die Elektronendichte
Maxima an den Positionen der sechs Atome und dazwischen
Minima. Jedoch alternieren die Werte der Minima, die in Ab-
bildung 6 mit Kreuzen markiert sind. Wenn man nur den Ver-
lauf der Minima betrachtet, so findet man qualitativ den Ver-

Abb. 4: p-Elektronendichte ffr 1,3,5,-Hexatrien (k ¼ 6) berechnet
mit dem Kastenmodell. Jedes Maximum kann man formal einer Dop-
pelbindung zuordnen

Abb. 5: a) Periodisches Coulomb-Potenzial ffr ein Molekfl mit sechs
Atomen. Die Kreise geben die Positionen der Atome an. b) N-herun-
gen ffr das periodische Coulomb-Potenzial: Die durchgezogene Linie
ist ein kontinuierliches sinusfçrmiges Potenzial [10]. Die gepunktete
Linie ist ein periodischen Kastenpotenzial [11]
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lauf wie fgr das Kastenmodell in Abbildung 4 wieder. Die Pe-
riodizit-t, die das Kastenmodell liefert, findet sich folglich
auch wieder, wenn man das periodische Potenzial zuschaltet.
Das Zuschalten fghrt dazu, dass zwischen den Elektronen-
dichten der Bindungen Maxima an den Positionen der Atome
hinzukommen. Die alternierende Elektronendichte an den
Stellen der Bindungen, also zwischen den Atomen, kann den-
noch auf die Resonanzbedingungen bei linearen konjugierten
p-Systemen zurgckgefghrt werden.

5. Anwendung des Kastenmodells auf die
Lichtabsorption

Hier betrachten wir die einfachsten Molekgle, die aus konju-
gierten Doppelbindungen bestehen, die Polyene. Ein lineares
Polyen-Molekgl (C2H3)(C2H2)k/2-2(C2H3) bzw. vereinfacht
CkHk+2 mit k ¼ 4; 6; 8; ::: Kohlenstoffatomen hat auch k delo-
kalisierte p-Elektronen. Hierbei ist k ¼ 2 Ethen, k ¼ 4 1,3-Bu-
tadien, k ¼ 6 1,3,5-Hexatrien etc. Die k p-Elektronen fgllen
genau die unteren k=2 Energieniveaus auf, da nach dem Pauli-
Prinzip zwei Elektronen auf ein Niveau passen. Mit anderen
Worten, fgr die Quantenzahl n des hçchsten besetzten Ener-
gieniveaus (highest occupied molecular orbital, HOMO) gilt
nHOMO ¼ k=2. Daraus folgt fgr das niedrigste unbesetzte Ener-
gieniveau (lowest unoccupied molecular orbital, LUMO), das
genau eine Energiestufe hçher liegt, nLUMO ¼ k=2þ 1. Fgr die
Energiedifferenz zwischen HOMO und LUMO

DE ¼ ELUMO @ EHOMO ð8Þ
erhalten wir nach Einsetzen der Energiegleichung des Kasten-
modells (Gleichung 5):

DE ¼ h2

8 m a2 n2
LUMO @

h2

8 m a2 n2
HOMO

ð9Þ

Setzen wir dann die Terme fgr nHOMO ¼ k=2 und
nLUMO ¼ k=2þ 1 ein und klammern alle gemeinsame Fakto-
ren aus, erhalten wir:

DE ¼ h2

8 m a2

k
2
þ 1

. -2

@ k
2

. -2. -
ð10Þ

Nun wenden wir die 1. Binomische Formel auf den ersten
Term in Klammern an und kgrzen mit dem zweiten Term:

DE ¼ h2

8 m a2 kþ 1ð Þ ð11Þ

Diese Gleichung gibt die HOMO-LUMO-Energiedifferenz
des Kastenmodells angewendet auf ein lineares konjugiertes
p-System an, das k p-Elektronen enth-lt bzw. k=2 Doppelbin-
dungen. So befinden sich beim 1,3-Butadien (k=4) vier
p-Elektronen in den unteren beiden Niveaus, wie in Abbil-
dung 7a dargestellt. Folglich ist das zweite Niveau das HOMO
und das dargber liegende dritte Niveau das LUMO. Bei der

Absorption von Licht exakt passender Wellenl-nge geht ein
Elektron vom zweiten ins dritte Niveau gber.
Ab dem dritten Niveau liegen tendenziell antibindende Zu-
st-nde vor, da die Zahl der Knoten an Stellen zwischen zwei
benachbarten Atomen (Knoten=Nullstellen=Elektronen-
mangel) Lockerung der Bindung) hçher ist als die Zahl der
Maxima zwischen zwei Atomen (hohe Elektronendichte zwi-
schen zwei Atomen) Bindung). Dabei ist aber zu bedenken,
dass die Besetzung antibindender p-Niveaus in einem ange-
regten Zustand nicht zu einer vollst-ndigen Bindungsbre-
chung fghrt, da ja zus-tzlich noch die s-Bindungen vorliegen,
die hiervon unberghrt bleiben. Das Molekgl wird also nach
Einstrahlung von Licht der Energie, die das p-System anregt,
nicht zerfallen.
Außerdem ist in Abbildung 7b das Energiediagramm fgr 1,3,5-
Hexatrien dargestellt. Wir kçnnen erkennen, dass mit steigen-
der Molekgll-nge a die Energiedifferenz zwischen HOMO
und LUMO sinkt. Aus der Differenz der Energien kçnnen wir
schließlich die Wellenl-nge berechnen, die absorbiert wird.
Dies ist die Wellenl-nge am Maximum des Absorptionsspek-
trums. Die entsprechende Gleichung erhalten wir aus der
Planck-Gleichung DE ¼ h f und dem Zusammenhang zwi-
schen Frequenz f und Wellenl-nge l ¼ c=f mit der Lichtge-
schwindigkeit c :

l ¼ h c
DE

ð12Þ

Hierbei ist zu beachten, dass die Wellenl-nge des absorbierten
Lichts l nicht mit der De-Broglie-Wellenl-nge lB der Elektro-
nen verwechselt wird.
Wenn wir nun die Gleichung fgr DE (Gleichung 11) einsetzen,
erhalten wir:

l ¼ h c
h2

8 m a2 kþ 1ð Þ
¼ 8 m a2c

h kþ 1ð Þ ð13Þ

Wenn wir im Weiteren bergcksichtigen, dass die L-nge a des
Molekgls in etwa proportional zu der Zahl der Kohlenstoff-
atome k ist, so erhalten wir wegen a2 im Z-hler und kþ 1 im
Nenner einen nahezu linearen Zusammenhang zwischen der
Wellenl-nge des Absorptionsmaximums und k : l / k. Dies
entspricht der Faustregel, die besagt, dass die absorbierte Wel-
lenl-nge mit der Grçße des konjugierten p-Systems in einem
Molekgl ansteigt.
In der Literatur finden sich eine Reihe von Anwendungen des
Kastenmodells auf homologe Reihen von Farbstoffen
[12–16]. Dort findet man neben den Berechnungen auch die
Spektren. Sofern ein UV/VIS-Spektrometer zur Verfggung
steht sowie die Farbstoffe einer homologen Reihe, kann man
im Chemieunterricht die Messwerte fgr l am Maximum des
Absorptionsspektrum ohne großen Aufwand ermitteln und
mit Berechnungen mit den hier zusammengestellten Glei-
chungen vergleichen. In Anhang 1 ist ein Rechenbeispiel aus-
gefghrt.

6. Das zyklische Molekfl Benzol
Um zyklische Molekgle zu beschreiben, kçnnen wir von der
Lçsung fgr den linearen Kasten ausgehen. Verbinden wir die
Wellenfunktionen des linearen Kastens zu einem Kreis, dann
f-llt auf, dass verst-rkende oder konstruktive Interferenz nur
mçglich ist, wenn der Umfang des zyklischen Kastens ein
ganzzahliges Vielfaches der Wellenl-nge der Wellenfunktion
ist [17]. Abbildung 8 zeigt die Unterschiede in der Resonanz-
bedingung fgr lineare und zyklische Systeme: Wenn beim zy-
klischen System der Umfang zum Beispiel 0,5 oder 1,5 etc.

Abb. 6: Schematische Elektronendichte von 1,3,5-Hexatrien entlang
der Bindungen. Zur besseren Darstellung sind die Verh-ltnisse fber-
hçht dargestellt. Die alternierenden Werte der Minima an den Stellen
der Bindungen sind mit Kreuzen markiert
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mal die Wellenl-nge ist, dann f-llt ein Wellenberg beim n-chs-
ten Umlauf auf ein Wellental, was zu einer Auslçschung fghrt.
Daraus folgt zun-chst, dass fgr zyklische Systeme nur Energie-
niveaus fgr n ¼ 2; 4; 6; ::: existieren. Wir kçnnen dies aber

auch direkt in der Energiegleichung bergcksichtigen, indem
wir n2 durch 2nð Þ2 ersetzen:

En;zykl ¼
h2

8 m a2 2nð Þ2 ð14Þ

Zur Vereinfachung fghren wir noch die Variable ~E ein:

~E / h2

8 m a2 ) En;zykl ¼ 4 ~E n2 ð15Þ

Nun mgssen wir noch die mçglichen Quantenzahlen fgr den
zyklischen Fall im Detail besprechen. Im Gegensatz zum li-
nearen Kasten ist beim zyklischen Kasten die Quantenzahl
n ¼ 0 mçglich. Dies liegt daran, dass bei einem zyklischen
System eine Randbedingung entf-llt, n-mlich, dass die Elek-
tronendichte und damit auch die Wellenfunktion an den R-n-
dern null sein muss, da es bei zyklischen Systemen keine
R-nder gibt. Setzen wir n ¼ 0 in die Resonanzbedingung fgr
zyklischen Systeme ein lB ¼ a=n, finden wir, dass die De-Bro-
glie-Wellenl-nge unendlich sein muss. Unendliche Wellenl-n-
ge bedeutet, dass der Funktionswert konstant bei dem Wert
des Maximums liegt. Dies ist auch konsistent mit einer Rand-
bedingung der Zyklisierung Yð0Þ ¼ YðaÞ, wie in Abbil-
dung 9a dargestellt ist.
Dargber hinaus gibt es eine weitere Besonderheit fgr zyklische
Systeme. Wenn wir die Schrçdinger-Gleichung fgr das zykli-
sche Kastenmodell lçsen, erhalten wir zwei unabh-ngige Wel-
lenfunktionen, die um p=2 oder 908 gegeneinander verschoben
sind. Wie in Anhang 2 erl-utert, erhalten wir auf gleichem
Wege fgr den linearen Kasten nur eine Wellenfunktion. Die
zwei unabh-ngigen Wellenfunktionen fgr den zyklischen Fall
fghren zu zweifacher Entartung (zwei Zust-nde mit gleicher
Energie) fgr alle Niveaus mit n > 0.
W-hrend man in der Physik Wellenfunktionen graphisch
h-ufig gber Wellenzgge darstellt, gibt man in der Chemie
meist lediglich das Vorzeichen der Wellenfunktion am Ort
eines Atoms durch farbliche Markierung an. In Abbildung 9
sind die Wellenfunktion in beiden Darstellungsweisen fgr die
unteren drei besetzten Energieniveaus (von oben betrachtet)
schematisch dargestellt. Auch wenn beim zyklischen Kasten-
modell die Atome nicht explizit durch ihre Coulomb-Potenzia-
le bergcksichtigt werden, kann man die Lçsungen fgr die Wel-
lenfunktionen auf einem Ring mit sechs Atomen abbilden.

Abb. 7: Absorption von Licht durch den 3bergang von HOMO zu
LUMO im Rahmen des Kastenmodells ffr die zwei Polyene a) 1,3-Bu-
tadien und b) 1,3,5-Hexatrien

Abb. 8: a) Lineares und b) zyklisches
1,3,5-Hexatrien. c) Schematische Dar-
stellung einer linearen stehenden Mate-
riewelle (hier zum Beispiel ffr n ¼ 3),
die an den R-ndern null sein muss mit
der Resonanzbedingung: lB ¼ 2a=n.
d) Schematische Darstellung einer Kreis-
welle mit konstruktiver Interferenz. Der
Kreisumfang ist ein ganzzahliges Vielfa-
ches (hier zum Beispiel ffr n ¼ 5) der
Wellenl-nge mit der Resonanzbedin-
gung: lB ¼ a=n
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Beim untersten Energieniveau mit n ¼ 0 hat die Wellenfunkti-
on einen konstanten positiven Wert (Abbildung 9a und 9d).
Deshalb ist die Wellenfunktion an den Positionen aller sechs
Kohlenstoffatome positiv, was durch die Grauf-rbung ange-
zeigt ist.
Fgr n ¼ 1 gibt es, wie oben erl-utert, zwei entartete Energieni-
veaus, deren Wellenfunktionen um p=2 oder 908 gegeneinan-
der verschoben sind. Bergcksichtigt man wieder die Atome,
die im Kastenmodell eigentlich nicht explizit enthalten sind,
so erh-lt man zwei F-lle: Bei einem Fall liegen die Nullstellen
zwischen zwei benachbarten Atomen (Abbildung 9b und 9e).
Zum anderen fghrt die Verschiebung der zweiten Wellenfunk-
tion zur ersten um p=2 oder 908 dazu, dass die Nullstellen auf
zwei Atomen liegen (Abbildung 9c und 9f). Zur besseren Ver-
anschaulichung ist in Abbildung 9b und 9c der Ring zu einer
Kette geçffnet. Die entsprechenden ringfçrmigen Darstellun-
gen sind in Abbildungen 9e und 9f dargestellt. Da in beiden
F-llen die gleiche Wellenl-nge vorliegt, ist auch die Energie
gleich.
Hier sei erw-hnt, dass die in Abbildung 9 dargestellten zykli-
schen Diagramme (Abbildungen 9d, 9e und 9f) qualitativ den
drei im Grundzustand besetzten Molekglorbitalen -hneln, wie
sie zum Beispiel mit der Hgckel-MO-Theorie erhalten
werden. Auch sei erw-hnt, dass fgr die zwei dargber liegen-
den, ebenfalls entarteten unbesetzten Orbitale des Benzols,
diese Analogie ebenfalls mçglich ist. Dargber hinaus ist die
Analogie grunds-tzlich nicht mehr mçglich. Um unnçtige Ver-
wirrung zu vermeiden, sollte man sich auf die drei unteren im
Grundzustand besetzten Energieniveaus beschr-nken, die hier
besprochen werden.
Wie in Anhang 2 ausfghrlich erl-utert, ergibt die Berechnung
der p-Elektronendichte mit Gleichung 6 einen gber den

ganzen Ring konstanten Wert. Das bedeutet wiederum ange-
wendet auf Benzol, dass bei dem zyklischen konjugierten
p-System alle Bindungsl-ngen gleich sind, was dem experi-
mentellen Befund entspricht.
Jetzt stellt sich wieder die Frage, wie sich die Elektronendich-
ten entlang der Bindungsachse -ndern, wenn wir das periodi-
sche Coulomb-Potenzial hinzuschalten. ihnlich wie bei dem
offenkettigen Molekgl, fghrt auch hier die Hinzunahme des
Potenzials zu Maxima in der Elektronendichte an den Stellen
der sechs Atome. Wie in Abbildung 10 schematisch darge-
stellt, liegen jedoch die Minima (Kreuze) zwischen den
Atomen, also an den Stellen der Bindung, bei gleichen
Werten. Dies entspricht der fgr das Kastenmodell ohne expli-
zite Atome (Anhang 2) erhaltenen konstanten Elektronen-
dichte im ganzen Ring. Der konstante Wert gber den ganzen
Ring wird durch das Zuschalten des periodischen Potenzials
zwar aufgehoben, weil bei den Atomen die Elektronendichte

Abb. 9: Die drei im Grundzustand be-
setzten Energieniveaus von Benzol. Zur
besseren Darstellung ist der Ring auch
zur Kette geçffnet. a) Ffr n ¼ 0 ist die
Wellenfunktion bei einem konstanten po-
sitiven Wert von oben betrachtet. Das
Vorzeichen der Wellenfunktion ist bei
allen Atomen positiv (grau). b) n ¼ 1:
Die mit Kreuzen markierten Nullstellen
(Knoten) liegen zwischen zwei Atomen.
c) Wie b) jedoch mit um p=2 bzw. 908
verschobener Wellenfunktion, bei der die
Nullstellen auf zwei Atomen liegen.
d) Wie a) nur in der zyklischen Darstel-
lung. e) Wie b) nur in der zyklischen Dar-
stellung. f) Wie c) nur in der zyklischen
Darstellung

Abb. 10: Schematische Elektronendichte beim zyklischen 1,3,5-Hexa-
trien (Benzol). Zur besseren Darstellung sind die Verh-ltnisse fber-
hçht dargestellt. Die konstanten Werte der Minima an den Stellen der
Bindungen sind mit Kreuzen markiert
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durch das Potenzial erhçht ist. Jedoch sind die konstanten
Werte an den Minima dazwischen und damit auch die gleichen
L-ngen aller sechs Bindungen im Benzol durch die Zyklisie-
rung bereits im Kastenmodell gegeben.
Bei quantenmechanischen Berechnungen, die die Details der
Molekgle bergcksichtigen, geht bei der Aufstellung der Wel-
lenfunktionen die Symmetrie des Molekgls ein. Man nutzt die
Charaktertafeln der Gruppentheorie, um die fgr die Wellen-
funktionen erforderlichen Symmetrien zu erhalten. Fgr
Benzol fghren die zweidimensionalen irreduziblen Darstellun-
gen der Punktgruppe D6h zu der zweifachen Entartung. Bei
dieser Symmetrie sind die sechs Kohlenstoffatome jedoch mit
ihrem Potenzial bergcksichtigt. Beim zyklischen Potenzialtopf-
modell existiert diese Symmetrie nicht, da es keine expliziten
Atome enth-lt. Deshalb folgt die Entartung beim zyklischen
Potenzialtopfmodell nur durch die zwei Wellenfunktionen, die
bei der Lçsung der Schrçdinger-Gleichung erhalten werden,
wie in Anhang 2 erl-utert.

7. Resonanzenergie
In Abbildung 11 sind die ersten drei Energieniveaus fgr das li-
neare En;lin und das zyklische En;zykl 1,3,5-Hexatrien-Molekgl
im Rahmen des Kastenmodells aufgetragen. Es wird deutlich,
dass die Energieniveaus fgr das zyklische Molekgl insgesamt
niedriger liegen als beim offenkettigen Molekgl. Wir kçnnen
nun die Energieabsenkung des zyklischen Systems im Ver-
gleich zum linearen System berechnen. Dazu berechnen wir
die Gesamtenergien der beiden p-Systeme und dann ihre Dif-
ferenz. Die Gesamtenergie berechnen wir aus der Summe der
Energien der Niveaus multipliziert mit der Zahl der Elektro-
nen in den Niveaus (hier je 2). Fgr den linearen Fall erhalten
wir mit Gleichung 5:

Eges;lin ¼
X3

n¼1

2 ? ~E ? n2 ¼ 2 ? ð12 þ 22 þ 32Þ E
_ ¼ 28 ~E ð16Þ

Fgr den zyklischen Fall erhalten wir mit Gleichung 15:

Eges;zykl ¼ 2 ? 02 þ 2|{z}
Entartung

? 12

0@ 1A ? 4 ~E ¼ 16 ~E ð17Þ

Die Differenz zwischen der Energie des linearen und des zy-
klischen Molekgls ist die Resonanzenergie:

ERes ¼ Eges;lin @ Eges;zykl ¼ 12 ~E ð18Þ

Wenn wir die Resonanzenergie mit den Bindungsl-ngen im
Benzolmolekgl dðC@ CÞ ¼ 139 pm, also vereinfacht
a ¼ 6 ? 139 pm, berechnen, so erhalten wir ERes & 626 kJ=mol.
Dies ist etwa der fgnffache Wert eines realistischen Werts von
ca. 130 kJ=mol, der gber den Vergleich mit drei isolierten
Doppelbindungen erhalten wird [18]. Dies zeigt, dass die Be-
schreibung von Benzol mit dem zyklischen Kastenmodell eine
rein qualitative Demonstration ist, wie man aus einem quan-
tenmechanischen Ansatz entartete Energieniveaus beim
Benzol erh-lt und wie die Zyklisierung zu einer Stabilisierung
fghrt. Fgr quantitative Betrachtungen ist dieser Ansatz zu ver-
grçbert.
Im Rahmen der qualitativen Betrachtung ist es aber durchaus
mçglich, die Hgckel-Regel plausibel zu machen. Sie besagt,
dass ein Aromat 4N þ 2 Elektronen in zyklischen konjugier-
ten p-Systemen enth-lt. Fgr N ¼ 0 sind dies zwei p-Elektro-
nen, die das Niveau n ¼ 0 vollst-ndig auffgllen. Dies ent-
spricht dem Cyclopropenyl-Kation. Fgr N ¼ 1 sind dies zwei
p-Elektronen im Niveau n ¼ 0 plus vier Elektronen in dem
zweifach entarteten Niveau n ¼ 1. Damit sind die ersten
beiden Energiestufen voll besetzt. Dieser Fall entspricht dem

Benzol. Da die dargber liegenden Niveaus ebenfalls zweifach
entartet sind, bieten sie Platz fgr je vier Elektronen. Dies fghrt
schließlich zu 4N þ 2. Wenn man jedoch die zweifach entarte-
ten Niveaus insgesamt mit nur zwei Elektronen besetzt, liegen
zwei ungepaarte Elektronen vor. Hierbei handelt es sich dann
um einen deutlich weniger stabilen Antiaromaten wie zum
Beispiel Cyclobutadien.

8. Fazit
Wir kçnnen festhalten, dass die Quantelung der Energie da-
durch zustande kommt, dass in begrenzten Systemen nur elek-
tronische Materiewellen mit bestimmten Wellenl-ngen existie-
ren kçnnen. Es folgt, dass eingesperrte Materiewellen zu ge-
quantelten Energiestufen fghren. Einsperren kann man Mate-
riewellen durch unendlich hohe Potenzialw-nde im linearen
Fall oder durch Zyklisierung. Ursache des „Einsperrens“ bei
einer Kreisbewegung ist letztlich die Zentripetalkraft, die das
Elektron auf der Kreisbahn h-lt. Da bei der Zyklisierung nur
Wellen existieren kçnnen, deren Wellenl-nge ein ganzzahliges
Vielfaches des Molekglumfangs ist, ergeben sich zwei Beitr-ge
zur Stabilisierung des Molekgls:
1) Im Gegensatz zum linearen Potenzialtopf ist n ¼ 0 mçglich
(Fall A in Abbildung 11).
2) Zweifache Entartung wegen zwei Lçsungen fgr die Wellen-
funktion fgr n > 0 (Fall B in Abbildung 11).
Weitere Rgckschlgsse sind mit diesem Modell jedoch nur ein-
geschr-nkt mçglich. Fgr weitere Erkenntnisse gber konjugier-
te p-Systeme sind detailliertere Ans-tze wie zum Beispiel die
Hgckel-MO-Theorie oder aktuelle quantenmechanische Re-
chenverfahren erforderlich. So fghrt die Abwesenheit der
Coulomb-Potenziale der Atome dazu, dass die Maxima in der
Elektronendichte an den Positionen der Atome beim Kasten-
modell fehlen. Die relative Abfolge der Elektronendichte an
den Stellen der Bindungen zwischen den Atomen kann durch
das Kastenmodell jedoch qualitativ erl-utert werden.

Anhang 1
Die Berechnung der Wellenl-nge am Absorptionsmaximum
fghren wir hier fgr ein Beispiel durch. Wir benutzen dazu die
homologe Reihe der 1,1’-Diethyl-4,4’-Cyaninkationen (Abbil-
dung 12). Die einzelnen Molekgle dieser Reihe werden mit
dem Parameter j ¼ 0; 1; 2; ::: nummeriert. Man erh-lt mit fol-

Abb. 11: Absenkung der Energie durch Zyklisierung ffr das Potenzial-
topfmodell mit sechs p-Elektronen. A: Die Zyklisierung erlaubt n ¼ 0
ffr das unterste Niveau. B: Die Entartung senkt das Energieniveau
ffr das ffnfte und sechste Elektron
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genden Gleichungen [17] fgr die Zahl der p-Elektronen k und
die L-nge des konjugierten p-Systems a :

k ¼ 10þ 2 j a ¼ k ? 0; 14 nm

Wir fghren eine ausfghrliche Rechnung fgr j ¼ 0 d.h. k ¼ 10
durch:

Plancksches Wirkungsquantum: h ¼ 6; 626 ? 10@34 J s
Lichtgeschwindigkeit: c ¼ 2; 998 108 ?m s@1

Masse eines Elektrons: m ¼ 9; 11 ? 10@31 kg
Molekgll-nge: a ¼ k ? 0; 14 nm ¼ 1; 4 nm fgr k ¼ 10
Energiegrundwert:

~E ¼ h2

8 m a2 ¼
6; 626 10@34 Js
E C

2

8 ? 9; 11 10@31 kg ? 1; 40 10@9mð Þ 2 ¼ 3; 07354 10@20 J

HOMO-LUMO-Energiedifferenz:

DE ¼ ~E kþ 1ð Þ ¼ 3; 38089 10@19 J für k ¼ 10

Absorptionsmaximum:

l ¼ h c
DE
¼ 6; 626 10@34 Js ? 2; 998 108 m s@1

3; 38089 10@19 J
¼ 588 nm

Die 3bereinstimmung zwischen dem Modell und dem Experi-
ment ist sehr gut. Fgr weitere Molekgle der homologen Reihe
findet mal leichte Abweichungen [17] wie in Tabelle 1 aufgelis-
tet.

In der Literatur findet man eine Reihe von Anwendungen
dieses Modells auf andere konjugierte p-Systeme mit unter-
schiedlich guter 3bereinstimmung [10,12–16]. Auch wenn
man fgr die Reihe der Cyanine quantitativ gute 3bereinstim-
mung erh-lt, sagt das nichts gber die Leistungsf-higkeit des
Kastenmodells im allgemeinen aus. Die gute 3bereinstim-
mung wird darauf zurgckgefghrt, dass bei den Cyaninen die
Bindungsl-ngen im konjugierten p-System weniger stark alter-
nieren [10]. Fgr die Polyene, die lediglich aus konjugierten
p-Bindungen bestehen und keine Seitengruppen besitzen, ist
die 3bereinstimmung weniger gut. Dies kann man leicht the-
matisieren, wenn man fgr die Molekgll-nge der Polyenen fol-
gende Gleichung benutzt a ¼ 0; 138 nm ? k@ 0; 1411 nm.
Fghrt man obige Berechnung fgr k ¼ 8 also fgr vier konjugier-
te Doppelbindungen durch (1,3,5,7-Octatetraen), so erh-lt
man l ¼ 340 nm. Der experimentelle Wert liegt bei
l ¼ 304 nm. Andererseits ist es durchaus bemerkenswert, dass
dieses einfache Modell sehr wohl die Grçßenordnung der ab-
sorbierten Wellenl-nge richtig wiedergibt. Der Weg zu den
modernen quantenchemischen Rechenmethoden ist lang, aber

die Prinzipien werden bereits durch das Kastenmodell wieder-
gegeben. In Arbeiten mit aktuellen Methoden der Quanten-
mechanik wird zun-chst die Geometrie des Molekgls opti-
miert, bevor seine elektronische Struktur untersucht wird [19].
Die Berechnung mit modernen quantenchemischen Methoden
liefert im allgemeinen gute 3bereinstimmung mit den experi-
mentellen Daten unabh-ngig von der Substanzklasse.

Anhang 2
In diesem Anhang lçsen wir die Schrçdinger-Gleichung fgr
das lineare und das zyklische Kastenmodell. Es handelt sich
um Hintergrundinformationen, die im Unterricht nicht zwin-
gend besprochen werden mgssen, sich aber zum Beispiel als
Grundlage fgr Referate oder Facharbeiten eignen.
Die Schrçdinger-Gleichung ist eine Differentialgleichung, die
die Wellenfunktion YðxÞ und ihre zweite Ableitung Y 00ðxÞ
enth-lt. Fgr den hier betrachteten eindimensionalen Fall, bei
dem die potenzielle Energie null ist, lautet sie:

@ h2

8p2m
Y 00ðxÞ ¼ E YðxÞ ðA1Þ

Wir suchen also eine Funktion, die wir nach zweifachem Ab-
leiten bis auf einen Vorfaktor zurgckerhalten. Dazu w-hlen
wir eine Summe aus einer Sinus- und einer Kosinus-Funktion.

YðxÞ ¼ A sin
2p

lB
x

. -
þ B cos

2p

lB
x

. -
ðA2Þ

Mit der Kettenregel berechnen wir die zweite Ableitung und
fassen den Sinus- und den Kosinus-Term nach Ausklammern
von @ð2p=lBÞ2 zu der ursprgnglichen Wellenfunktion wieder
zusammen:

Y 00ðxÞ ¼ @A
2p

lB

. -2

sin
2p

lB
x

. -
@ B

2p

lB

. -2

cos
2p

lB
x

. -
¼ @ 2p

lB

. -2

YðxÞ
ðA3Þ

Wenn wir Gleichung A3 in A1 einsetzen und durch YðxÞ
teilen, erhalten wir:

E ¼ h2

2ml2
B

ðA4Þ

Dies ist die Gleichung fgr die kinetische Energie (Gleichung
3), in der der Impuls nach De Broglie (Gleichung 1) enthalten
ist.

Den Unterschied zwischen dem linearen und dem zyklischen
System machen allein die Randbedingungen aus. Betrachten
wir zun-chst den linearen Fall. Hierfgr gibt es zwei Randbe-
dingungen:

Yð0Þ ¼ 0 YðaÞ ¼ 0 ðA5Þ
Wegen cosð0Þ ¼ 1 muss B ¼ 0 sein, denn nur in diesem Fall ist
die Randbedingung Yð0Þ ¼ 0 erfgllt. Damit f-llt der Kosinus-
Term in Gleichung A2 heraus. Die zweite Randbedingung
YðaÞ ¼ 0 ergibt sin a ? 2p=lBð Þ ¼ 0. Die letzte Gleichung ist
fgr a ? 2p=lB ¼ n p erfgllt, was zu der eingangs erw-hnten Re-
sonanzbedingung fghrt: lB ¼ 2a=n. Die resultierende Wellen-
funktion fgr den linearen Fall lautet also:

Yn ¼ A sin
np

a
x

0 /
ðA6Þ

Nun kommen wir zum zyklischen Fall. Hier betrachten wir zu-
n-chst nur die Randbedingungen, die an der Verbindungsstel-
le des Ringschlusses gelten:

Yð0Þ ¼ YðaÞ identische Funktionswerte

Y 0ð0Þ ¼ Y 0ðaÞ stetig differenzierbar ðA7Þ

Abb. 12: Strukturformel der homologen Reihe der 1,1’-Diethyl-4,4’-
Cyaninkationen

Tab. 1: Vergleich experimenteller Wellenl-ngen am Absorptionsmaxi-
mum mit Berechnungen mit dem Kastenmodell [17].

j Name und CAS-Nummer Berechnung Experiment

0 1,1’-Diethyl-4,4’-Cyaninjodid
CAS: 4727-49-5

588 nm 588 nm

1 1,1’-Diethyl-4,4’- Carbocyaninjo-
did CAS: 4727-50-8

714 nm 709 nm

2 1,1’-Diethyl-4,4’-Dicarbocyaninjo-
did CAS: 18300-31-7

840 nm 819 nm
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Mit Gleichung A2 und Yð0Þ ¼ YðaÞ erhalten wir:

A sin
2p

lB
0

. -
|fflfflfflfflfflfflffl{zfflfflfflfflfflfflffl}

0

þB cos
2p

lB
0

. -
|fflfflfflfflfflfflffl{zfflfflfflfflfflfflffl}

1

¼ A sin
2p

lB
a

. -
þ B cos

2p

lB
a

. -

) B ¼ A sin
2p

lB
a

. -
þ B cos

2p

lB
a

. -
Diese Gleichung ist fgr lB ¼ a=n erfgllt, also fgr die Reso-
nanzbedingung des zyklischen Falls. Es folgt fgr die Wellen-
gleichung:

YnðxÞ ¼ A sin
2p n

a
x

. -
þ B cos

2p n
a

x
. -

ðA8Þ

Gleichung A8 erfgllt auch die Bedingung Y 0ð0Þ ¼ Y 0ðaÞ. Tat-
s-chlich existiert jedoch nur eine periodische Randbedingung
YðxÞ ¼ Yðxþ aÞ, die besagt, dass die Amplitude der Wellen-
funktion sich periodisch exakt wiederholt. Diese Randbedin-
gung gilt folglich nicht nur an der Verbindungstelle wie die Be-
dingungen A7 suggerieren, sondern dargber hinaus fgr den ge-
samten Ring. Damit ist gew-hrleistet, dass die konstruktive In-
terferenz im gesamten Ring vorliegt. Wir kçnnen uns leicht
davon gberzeugen, dass Gleichung A8 diese Bedingung eben-
falls erfgllt, wenn wir links x! x und rechts x! xþ a ein-
setzten:

A sin
2p n

a
x

. -
þ B cos

2p n
a

x
. -

¼ A sin
2p n

a
ðxþ aÞ

. -
þ B cos

2p n
a
ðxþ aÞ

. -
) A sin

2p n
a

x
. -

þ B cos
2p n

a
x

. -
¼ A sin

2p n
a

xþ 2p n
. -

þ B cos
2p n

a
xþ 2p n

. -
Aufgrund der mathematischen Eigenschaft der Linearit-t der
Schrçdinger-Gleichung ist die Linearkombination von zwei
Wellengleichungen, die selber Lçsung der Schrçdinger-Glei-
chung sind, auch eine Lçsung. Dies bedeutet im Umkehr-
schluss, dass sich die Linearkombination in Gleichung A8 aus
zwei unabh-ngigen Wellenfunktionen zusammensetzt. Diese
lauten:

Y I;nðxÞ ¼ A sin
2p n

a
x

. -
ðA9Þ

Y II;nðxÞ ¼ B cos
2p n

a
x

. -
ðA10Þ

Wir erhalten also fgr jede Quantenzahl, die grçßer als null ist,
zwei Wellenfunktionen gleicher Wellenl-nge, die zu zwei ent-
arteten Energieniveaus fghren. Der Unterschied zwischen den
beiden Funktionen ist die Verschiebung um p=2 gegeneinan-
der, die durch die entsprechende Verschiebung zwischen der
Sinus- und der Kosinus-Funktion gegeben ist. Diese Verschie-
bung ist in Abbildung 9 schematisch dargestellt.
Wenn man statt der reellen Funktion A2 eine komplexe Wel-
lenfunktion vom Typ Y ¼ A e@i ml@ mit dem Winkel @ der
Kreisbewegung und der Quantenzahl ml nutzt, dann kann
man zeigen, dass die beiden entarteten Energieniveaus Dreh-
impulsen entsprechen, die unterschiedliche Vorzeichen haben.
Bedenkt man, dass der quantenmechanische Drehimpulsope-
rator die erste Ableitung beinhaltet, so ist dies auch fgr die
Funktionen A9 und A10 zumindest plausibel, da sie ihre Ab-
leitungen auch unterschiedliche Vorzeichen enthalten. Mit
dem gleichen Argument der ersten Ableitung kann man fol-
gern, dass der Zustand n ¼ 0 keinen Bahndrehimpuls hat, da

die Ableitung einer konstanten Funktion null ist. Auf die rigo-
rose Betrachtung mit einer komplexen Wellenfunktion wird
hier aufgrund der Anbindung an die Schulmathematik ver-
zichtet.
Die Amplituden der Wellenfunktionen kçnnen wir mit der
Normierungsbedingung berechnen, die besagt, dass die Ge-
samtwahrscheinlichkeitsdichte [8] ein Elektron im Kasten zu
finden eins sein muss:

Za

x¼0

Y2ðxÞ dx ¼ 1 ðA11Þ

Als Ergebnis erhalten wir fgr Gleichung A8 A ¼ B ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffi
1=a

p
.

Fgr Gleichung 2 bzw. A6 sowie wegen der Entartung auch fgr
die Gleichungen A9 und A10 fghrt die Normierung zu
A ¼ B ¼ ffiffiffiffiffiffiffiffi

2=a
p

.
Hierbei ist zwischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit und Auf-
enthaltswahrscheinlichkeitsdichte zu unterscheiden. Die Teil-
chenzahldichte 1N ¼ N=V gibt die Anzahl der Teilchen N pro
Volumen an. Fgr die Teilchenzahl ist dann nach Umstellen
N ¼ 1N ? V. Da das Kastenmodell eindimensional ist, ist die
Teilchenzahldichte 1N ¼ N=a mit der Kastenl-nge a. Wenn
nach Born Y2ðxÞ die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ist,
dann ist Y2ðxÞ ? a die Aufenthaltswahrscheinlichkeit. In einem
infinitesimal kleinen L-ngenelement dx ist die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit gegeben durch dPðxÞ ¼ Y2ðxÞ dx. Hierbei
ist auch eine Betrachtung der Einheiten hilfreich. Die nor-
mierte Wellenfunktion lautet:

YnðxÞ ¼
ffiffiffi
1
a

r
sin

2p n
a

x
. -

Folglich hat Y2ðxÞ die Einheit 1=m, also Teilchen pro L-nge,
und ist somit eine Dichte. Damit ist Y2ðxÞ dx eine dimensions-
lose Aufenthaltswahrscheinlichkeit.
Nun kommen wir zum Benzol zurgck und berechnen die Elek-
tronendichte mit

PðxÞ ¼ 2 Y2
0ðxÞ þ 2 Y2

I;1ðxÞ þ 2 Y2
II;1ðxÞ ðA12Þ

Wir erhalten einen konstanten Wert PðxÞ im gesamten Ring.
Der Grund hierfgr ist einerseits, dass Y2

0ðxÞ ¼ B2 konstant ist
(vergleiche Gleichung A8 und Abbildung 9a) und Y2

I;1ðxÞ und
Y2

II;1ðxÞ (Abbildungen 9b und 9c) gegeneinander verschoben
sind und sich wie sin2ðxÞ þ cos2ðxÞ ¼ 1 (siehe mathematische
Formelsammlungen) zu einer Konstanten addieren. Die im ge-
samten Ring konstante p-Elektronendichte spiegelt demnach
auf Benzol bezogen den experimentellen Befund wieder, dass
alle C@C Bindungen gleich lang sind. Wie im Text erl-utert,
erfordert eine vollst-ndige Beschreibung die Coulomb-Poten-
ziale der Atome.
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